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〔論 文〕
項目反応理論による数学基礎力確認テストの解析
中嶋 康博＊1・佐々木良勝＊1
Analysis of Basic Mathematics Examination under Item Response Theory
Yasuhiro NAKASHIMA＊1，Yoshikatsu SASAKI＊1
Abstract
Many students may have difficulty studying mathematics during their first year at our university. Mathematics is
an essential course, and we intend that the difficulty should be reduced suitably for each characteristic. To achieve this,
we needed to investigate the students’ basic mathematical knowledge and calculating ability. Therefore, we
administered an examination. Their scores were informative. Moreover, we used Item Response Theory by R-language
in assessing the test. The theory aids us in checking whether certain examination items were appropriate. This report
contains figures that represent the characteristics of the items of our examination, as well as our assessment of the
results.
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1．緒 言
大学全入という言葉を耳にして久しく，本学でも複数の入学試験のもと多様な学生が在籍しており，特に高校時代に
履修した学習内容に関して，入学時点で差異がある学生が混在している．高校の工業科出身の学生であれば数学 Iまで
の履修ということもあるが，そのような学生は工業系の技術を修得していることも多く，普通科出身の学生は実習面で
遅れをとる．この点では学生同士で得手不得手な内容を相互に教え合うなど，補完の効果も期待できる．しかし数学の
初年次教育を担当するものとしての所感を述べると，学生の基礎的な数学の能力が多様なため，一様な授業展開が学生
の学習意欲や理解を阻害する可能性を感じる．そのため各人に応じたクラス編成をできると望ましい．学生によっては，
意欲はあるもののこれまでに学習機会が少なかったため，基本的な定義が定着していないというケースも，実際にある．
工学を専攻する以上，学生に数学や物理は必須であり，彼らに適切な機会や内容の提供が必要である．
このような背景の中で今回，初年次の学生を対象とした，数学に関する基礎的な能力の調査（数学基礎力確認テスト）
を行った．これにより受験者の得点や正答率などの基本的な情報を得たが，著者はテスト理論に興味があり，この結果
に項目反応理論の適用を試みた．『テストを作成・実施・評価・運用するための実践的な数理モデル』である（1）とされ
る項目反応理論による結果の解釈が，本学の現状理解とよりよい学習支援につながることを期待する．本稿は次節で項
目反応理論に関して説明し，その後，数学基礎力確認テストの説明および項目反応理論による解釈を行う．実施したテ
ストおよびその各問の結果は付録に記載した．その結果得られた知見としては，テストの問題が十分妥当な内容であっ
たこと，識別力が高くなる問題の傾向を推測できたこと，学生の多様性が確認されたこと，などが挙げられる．
2．項目反応理論
本節では，数学基礎力確認テスト（以下，試験と表記）の解析に利用する，項目反応理論（IRT，Item Response Theory，
項目応答理論とも呼ばれる）について言及する．用語等の多くは豊田（1）に準拠する．本稿で頻出する用語に関しては，
試験を受験した学生を受験者，試験における合計点を得点，推定された受験者のパラメータを特性値，試験の各問題を
項目，などと表すこととする．
＊1教育創造工学科
平成28年12月7日受理
項目反応理論による数学基礎力確認テストの解析 ―63―
Fig. 1. Examples of Item Characteristic Curve
IRTは『テストの尺度化とテストの等化』（2）を目的とするテスト理論の中で発展した手法で，古典的テスト理論（CTT，
Classical Test Theory）と対比される．欧米ではスタンダードな理論として各種試験に利用され，日本ではTOEIC や
基本情報技術者試験などに利用されている．その理由として，次のような利点があげられる（1）．
・複数のテスト間の結果の比較が容易であること．
・測定精度をきめ細かく確認できること．
・平均点をテスト実施前に制御できること．
・テスト得点の対応表が作成できること．
・受験者ごとに最適な問題を瞬時に選び，その場で出題できること．
実際にこれらの恩恵を受けるには，等化という手法の利用や計算機を利用した出題などが必要となるが，本稿ではそ
れらは行わず，主として項目評価のために用いた．個人的には上記に加えて，後述する項目特性曲線（ICC，Item
Characteristic Curve）などによる，視覚的に理解しやすい点も IRTを利用するメリットであると感じる．
IRTにおいては，項目をロジスティック曲線で表す．通常そのパラメータは1個から3個とされるが，植野・荘島（3）
によれば4個や5個のパラメータをもつモデルが示されている．ここでは本稿で利用した，2つのパラメータをもつモ
デル（2PLM，2‐Parametric Logistic Model）を説明する．2PLMにおけるロジスティック曲線は，受験者の特性値を
θ，その項目に正答する確率をP（θ）として，2つのパラメータ αと βを用いて
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と表される．これは標準正規分布の分布関数
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によく似た曲線であり，積分計算の都合で正規分布よりも便利な関数として扱われる．ロジスティック曲線の式自体は
『表現したいもの，すなわち項目の特性』に合わせて作られているため，きれいな式であるとは表現しづらいが，この
式で表される曲線の特徴がよい．式においてDは，標準正規分布の分布関数との近似に必要な定数であり，その近似
の精度のために通常D＝1．7が利用される（1）ため，本稿でもD＝1．7としている．αは識別力と呼ばれ，グラフでは ICC
の立ち上がりの緩急を表し，項目としては受験者の特性値を判定しやすい指標，すなわち項目の『よさ』を表す．通常
0．3	α	2程度で推定されるといわれる．βは困難度と呼ばれ，グラフでは ICCの横軸方向のスライドを表し，項目
としては難易度の指標，すなわち高いほど項目が『難しい』ことを表す．通常－2	β	2程度で推定されるといわれ
る．
図1は，パラメータを変更して2PLMのロジスティック曲線を描いたものである．各項目ごとに1つの曲線が描か
れ，横軸に受験者の特性値 θをとり，縦軸にはその項目の正答率P（θ）をとる．左図がもっとも標準的な α＝1，β＝0
の曲線であり，特性値 θが0である点に関して対称になる．またちょうどそのとき正答率が0．5である．ロジスティッ
ク曲線は標準正規分布の近似であることによれば，たとえば－1	θ	1の範囲には68．3％のデータが存在し，－2	θ
	2の範囲には95．4％のデータが存在することになる．偏差値の考え方でいえば，たとえば特性値が θ＝1である状態
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Fig. 2. Scree Plot of the result of our examination
が（受験者集団における）偏差値60に対応する．中央の図は，D＝1．7，α＝1として，βを－2から2まで1ずつ変化
させたものである．5本の曲線があるが，左から順に βが－2，－1，0，1，2の曲線である．困難度とは，ちょ
うどその特性値において正答確率が0．5になるような曲線であり，識別力 αが1でない場合でも同じである．また右図
はD＝1．7，β＝0として，αを0．3，0．7，2と（特に意味はないが描写の都合で）変化させたものである．もっともな
だらかな（θ＝－4でも0．1以上の正答率がありそうな）曲線が α＝0．3であり，ちょうど3本の間に位置するものが α
＝0．7，もっとも急な（θ＝1でほぼ100％の正答率がありそうな）ものが α＝2である．αの値が高ければ，ある一定
の特性値 θ0（これが困難度 βになるが）までは正答率は低いが，特性値が θ0の前後で急激に正答率が上がる．したがっ
て受験者の特性値を判断するのに都合がよい指標であるといえる．
以上が ICCに関する説明であるが，IRTの適用に関する1つの仮定について述べる．一般にテストにおける項目で
は，複合的な知識が必要となることがある．たとえば『2進法で表示された数を10進数で表示せよ』といった項目の場
合，これは数学の問題であるが情報の知識を含んでいるともいえる．また複雑な文章題であれば，問題文を読み取る力
が暗に要求されるかもしれない．これらのような項目を複数含むテストで因子分析を行うと，2つ以上の因子があると
判断される可能性がある．つまりテストで測定しようとする能力に2つ以上の傾向があることになるが，IRTにおい
てはそのモデル作成の考え方から，特性値 θのみによって正答率が定まる必要があるため，因子が2つ以上あると考え
られる状態は望ましくないとされる．言い換えればテストで測っている因子が1つだけである必要性があり，測定の一
次元性といわれる（2）．一次元性の確認には，因子分析の実施やスクリープロットの作成が有効であるが，本稿ではスク
リープロットを作成したところ，図2のようになった．図から判断して，第1因子の固有値が極めて高く，第2因子以
降はいずれも第1因子と比べると十分に低い．このため我々の試験は一次元性をみたしていると判断でき，項目の選定
が妥当であったといえる．なおどのような項目でテストの一次元性がくずれるのかという点にも興味があり，今後たと
えば上述のような項目を意図的に配置し解析するような課題がある．
3．数学基礎力確認テスト
3・1 テストの概要と結果
本節では実際に著者が使用した試験の概略とその結果，および IRTによる解析を記述する．用語や略語などについ
ては前節のとおりとする．試験は2016年度の1年次に開講される講義にて，受講者の現状を把握する目的で実施した．
全5学科中，1学科Aの半分と残り4学科全体の，293名が受験した．ただしAと異なる1学科Bを除いた4学科で
は，一度に実施することによる学生の負荷を考慮し，4日間の4回に分けて20分程度ずつ実施した．このため欠損値が
生じ，結果や解析に使用した有効なデータは226名分となる．試験は53問からなり，いずれも基礎的な数学の内容であ
る．工学部に所属する学生が受験者である点を考慮して，図形の問題を比較的多く取り入れた．具体的な問題は付録に
記載した．各項目はいずれも記述式で，部分点はない．つまり公式や解法は理解していても計算間違いをした場合は得
点にならず，そのため今回の試験では計算力の高い学生が高く評価される傾向にあると考えられる．すべての項目にお
いて項目間の依存はなく，ある項目での誤答が他の項目の誤答を誘導することはない．得点に関しては重みをつけず，
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Fig. 3. Histograms of total score, item description, and item difficulty under CTT, of our examination
正答は1，誤答は0として53点満点で評価した．各項目の難易度には当然ながら差があると考えられるが，その評価（得
点の重み）に IRTを用いるのであり，また本稿の解析で利用したRの ltmパッケージではその差をあらかじめ評価に
反映させる必要はないためである．
試験の結果は，得点の平均が36．3，標準偏差が9．5であった．最高点は51点，最低点は7点である．各項目の正答率
も基本的な情報にあたるが，正答率は古典的テスト理論（CTT）では困難度と表現されるため，補足としてCTTによ
るデータも追記する．図3は左から順に試験の得点，CTTにおける識別力，およびCTTにおける困難度の分布をそ
れぞれ表す．得点に関する図によると，53点満点であるため右側の裾の尾が切れているが，40点～45点の層を中心に正
規分布にしたがうようにも見える．また平均値と中央値はほぼ同じくらいであり，最頻値がそれらよりも若干高めに現
れているものの，やはり正規分布に近い分布といえそうである．受験者にとって，比較的容易な項目が多かったといえ
るかもしれない．しかし満点のおよそ半分である25点を割り込む層が，人数にして35名程度の15％ほど存在しており，
学力の多様性がうかがえる．図3の中央の図に関して，CTTでの識別力は各受験者の正誤と総得点の相関係数として
定義される．加藤・山田・川端（2）によればこれは，『ある項目への正誤がテスト得点と高い正の相関を持てば，その項
目へ正答した受験者はテスト得点自体も高得点である傾向』があり，IRTにおける識別力と同じ意味合いの指標であ
る．識別力は，図よりほぼ一様に分布しているといえるが，IRTにおける識別力ではその分布を見ることで，どの層
に適したテストであったかを判断できるのと比べて，CTTでは識別力が一様な分布であったという以上の知見が得ら
れるかどうか，不明である．図3の右図について，CTTにおける困難度については項目の正答率のことで，高いほど
容易な項目であるといえる．困難度が0．9，つまり正答率が90％を超える項目が14もあったが，基礎的な内容の確認を
目的とする本稿では妥当な結果といえる．当然のことであるが，ヒストグラムに基づき平均値を計算すると36．2となり，
ほぼ実データの平均得点となる．CTTによる困難度と識別力の2つの指標に関してデータを見ると，たとえば項目1
では困難度が0．987で識別力が0．15であった．一般的な解釈として，極端な困難度をとる（すなわち容易あるいは難解
な）問題では識別力は落ちるが，項目1はその解釈にしたがう結果である．逆の例では項目33が，困難度は0．035でもっ
とも難しく，しかし識別力が0．237であった．難しい問題であれば，それが解ける時点で総得点は高いであろうから，
識別力はそれほど落ちない，ということかもしれない．
3・2 IRT の適用結果
本稿ではモデルに2PLM（2Parameter Logistic Model）を採用した．選択式の解答がなくすべて記述式であったため
あて推量を伴う3PLMは不要だと思われるし，2PLMであっても計算機による処理に特段の問題を感じなかったので，
計算上の利点しかないと思われる1PLMを利用する必要がなかったためである．処理は統計処理用のソフト『R』を用
い，項目反応理論向けのパッケージである ltmパッケージを利用した．パッケージ名が IRTではないが，ltmとは Latent
Trait Model のことであり，豊田（1）によれば，Latent Trait Theory（潜在特性理論）を項目反応理論と呼び直し，こち
らの方が定着したとされる．本稿では226×53の2値行列を反応パターン行列とし，ltmパッケージの関数である ltm
関数を用い，能力の周辺分布を利用した最尤推定法により各項目の2つのパラメータを推定した（2）（6）．なお Rの ltmク
ラスではその要素 coefficients に2つの特性値が書かれているが，そのうち intercept の列は本質的には困難度のことで
あるが，困難度そのものを表してはいない点に注意が必要である．ltmクラスに factor.scores 関数を施して得られる
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Fig. 4. Item Characteristic Curves, and Scatter plot parameters of our examination
Fig. 5. Histograms of total score, item description, and item difficulty under IRT, of our examination
fscores クラスの要素 coef には識別力と困難度が直接記述されている．
各項目に対して推定された2つのパラメータによって，ICCと散布図を描いたものが図4である．項目が多いため ICC
が重複し見づらい面があるが，ltmクラスに対し plot 関数を施すと ICCが表示されるのは便利である．もしも一部の
項目だけで ICCを描きたいのであれば，ltmクラスの coefficients を部分的に書き換えればよい．色付けに際しては便
宜的に項目を分類しており，分数，2次元図形，3次元図形，文字式，文章題，その他に対してそれぞれ，赤，橙，緑，
水色，藍色，桃色とした．
IRTによるテストの解釈について言及する．識別力と困難度については項目ごとの数値を付録に記載した．各項目
の特徴を把握するために，IRTにおける識別力と困難度の分布を，図3の得点の分布を再掲して図5とする．識別力
が2．5を超えるのは11，16，18，51の4項目があり，低いのは項目2が0．174だったが，それ以外はすべて0．3を超えて
いた．困難度が1を超えるのは25，31，33，35，43の5項目であり，逆に（全体的に低かったがその中でも特に）低い
ものでは2，23，36，37，38などが挙げられる．IRTを利用する際には（そして一般的なテストにおいてもだと考え
られるが）極端な正答率をとる項目は解析にはふさわしくない．困難度と正答率を考慮すると，たとえば項目31や33は
難しすぎるし，項目2，23，36，37，38などは簡単すぎる上に識別力が低いため，これらは試験から除外する案が考え
られる．
CTTと IRTの比較として図6を作成した．左と中央がそれぞれCTTと IRTのパラメータの散布図であり，右は困
難度に関して横軸にCTTを，縦軸に IRTをとって散布図を描いたものである．左図においては，CTTの困難度すな
わち正答率を－1倍して反転させて，横軸が増えるほど難しいように変換している．左と中央のどちらの散布図におい
ても，項目51は困難度がほどほどで識別力が高い．また項目33は，困難度はどちらにおいても最も高い一方で，識別力
に関しては随分差があるように見える．色合いや位置関係などを見ると，おおまかな傾向は両者で共通している気もす
るが，たとえば（3次元図形と分類した）緑の項目群はCTTよりも IRTの方で総じて難しいと判断されている．
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右図においては横軸つまり正答率が上がるほど IRTでの困難度が低くなる傾向があることを示す図であるが，項目
2がその傾向からはずれている．質問内容が（一見すると）よく似た項目1と2において，正答率では項目1の方が高
いが，困難度で見ると項目2の方が簡単だと判断されている点が興味深い．項目2に関しては，正答率は72％，困難度
は－5．31，識別力は0．17であった．つまり項目2は一部の人は間違っているのだが，非常に容易な問題だと判断され，
特性値を見るにはほとんど機能しない，と解釈できる．実は項目2はある種のひっかけ問題になっており，著者も出題
時にそのように認識していた．出題がふさわしいかどうかはともかく，出題時の認識と相違ない結果となっており，IRT
の妥当性を感じる．6図の右図において，項目2以外は極端に傾向が異なる項目は存在せず，2節で見た一次元性と合
わせて出題した項目に不備が少なかったことが確認できたと考える．細かい点では，項目36と37において，質問自体は
ほぼ同じ内容であり正答率も同じ99％であるのに，困難度が異なり，項目37の方が容易だと判断された．項目37は，解
釈によってはひっかけ問題とも取れるが，この点で項目2と似た結果になったと考える．
項目31と33は，どちらも図形の表面積を問う問題で，正答率，困難度のどちらで見ても，難しい問題の1，2番目だっ
た．しかし識別力で見ると，随分と差があり，この解釈は難しいが，項目33はより計算力が問われる内容であったため
かと考える．すなわち，本質的には同じ内容を問う2問において，より計算力が必要となる問題ほど識別力も高くなる
のではないか，と推測した．
著者の意図に反した結果としては，項目51が挙げられる．項目33のような難しすぎる問題では正答率が下がり識別力
が落ちるのはわかるが，項目51のような普通の問題（正答率56％）において，最大の識別力が出るのが意外であった．
項目51の困難度はほぼ0であり，たとえば項目29は困難度がほぼ0で正答率は54％とよく似ているが，識別力は1．78で
ある．項目51については，定義がそのまま問題になったようなものであり，このような項目はブレが少ないであろうか
ら当然高い識別力をとる，ということであれば，IRTは問題の内容は考慮していないにも関わらず識別力のイメージ
に適する結果を返している点で，IRTの有効性を示す結果といえる．たとえば出題者が定義に近い内容を問うつもり
で出題したが，IRTの結果であまり識別力が高くないような状況が起きた場合に，その問題を見直すといったテスト
の設計を振り返るのに利用できるし，そもそもそれが IRTの本来の利用方法であろう．IRTから得られる知見によれ
ば，また内容の面での判断が不可欠であるという前提はつくが，受験者とのやり取りを含めて項目の比較をすることで，
受験者の現状に適した教育を考察できるかもしれない．若干の留意点としては，正答率で見れば95％以上の問題が複数
あるが，それらは困難度に関して比較的バラけて配置されている点である．たとえば項目1と項目11において，正答率
の点では99％と98％でほぼ同じ程度であるが，困難度は順に－4．05と－2．57であり，項目11のほうがより難しいと判断
されている．
4．ま と め
今回の処理を経て IRTによる処理結果の妥当性を度々実感することができ，また出題した項目に関して適切かどう
かを考察する材料を得た．識別力に関しては，それを高めるための推測ができたため，今後あらためてその推測を考察
したい．識別力が高い項目を幅広い困難度の項目の中から集めることにより，その試験で受験者の特性値を少ない誤差
で測定できるという点で，識別力の高い項目の作成は有意義なためである．実際の解析においては，Rとそのパッケー
ジを利用すると非常に容易に項目のパラメータが得られ，Rと IRTの高い利便性が確認できた．なお本稿では考察に
Fig. 6. Comparison between parameters under CTT and IRT of our examination
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至らなかったが，取り組むべき課題も多く見つかった．たとえば本学では物理教育において先行の研究がなされており（6），
本稿の内容と合わせて知見が得られるかもしれない．また IRTで得られた結果に対する連関規則や二分木探索などの
データマイニングも効果を期待している．多様な学生により適した学習支援を提供すべく，これらの経験を活用したい．
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